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摘　　　要 : 利用高精度通用单胞模型将多相材料的细观拓扑结构和宏观力学性能联系起来 ,将一个单胞离

散成有限个单元 ,通过单元中材料的有无来描述细观结构 ,利用水平集法将这个离散变量的拓扑优化问题转

化为连续变量的形状优化问题 ,从而实现了多相材料的细观结构优化.以一种多相材料结构为例进行了细观

结构的优化 ,并获得了具有负泊松比的特性 ,从而验证了所提出方法的合理性.
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Abstract : Topological microst ruct ure and macro2mechanic performance of multip hase

materials were combined using high2fidelity generalized met hod of cell ( H F GMC) , so a single

cell was dispersed into finite element s ; t he p resence or ot herwise of t he microst ruct ure was

described by materials in t he element s , and topological optimization of discrete variables was

t ransferred into continuous variables’shape optimization , t hus achieving microst ructure op2
timization of multip hase materials. The microst ruct ure of a multip hase material was opti2
mized , and property of auxetic performance was obtained , helping to prove t he validity of

t his met hod.
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　　1994年 Sigmund根据逆均匀化方法率先提

出了复合材料单胞细观结构拓扑优化设计思

路[1 ] ,标志着复合材料细观结构优化设计理论的

建立.拓扑优化兼有尺寸和形状优化的复杂性 ,细

观结构最终拓扑形式是未知 ,它基于逆均匀化理

论追求一定的约束条件下的结构最佳布局 ,并使

其性能达到最优.当前 ,复合材料细观结构的拓扑

优化设计已经成为复合材料研究领域的前沿课

题.通过对微结构单胞进行拓扑优化设计可获得

具有良好特性的复合材料 ,例如负的泊松比[2 ]、负

的热膨胀系数[3 ]、最优阻尼材料[4 ]以及良好压电

特性的压电材料[5 ] .

Hassani B , Hinton E指出连续体拓扑优化

问题本质上是一种 021 离散变量的组合优化问

题[627 ] .由于数学模型中目标函数与约束函数的不

连续性 ,使得优化问题成为不可微和非凸的模型.
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水平集法 (Level set met hod)正体现了这一思想 ,

它通过一个嵌入到高维尺度中的隐式移动边界来

表示优化问题 ,即结构的边界用嵌入到高维尺度

函数中的水平集模型来表示 ,该模型在描述复杂

结构的拓扑及边界变化方面具有较好的灵活性.

本文采用水平集法来描述多相材料的细观结构 ,

将复合形法作为优化手段 ,对多相材料的细观结

构进行了优化 ,获得了具有负泊松比的特性.

1　高精度通用单胞模型
( H F GMC) [ 8 ] 　　　　

　　通用单胞法的基本思想是将代表性体元划分

为若干个矩形子胞 (Sub2cell) ,假设每个子胞的位

移函数 ,通过子胞边界上的力和位移边界条件 ,建

立宏观量场和细观量场之间的关系方程 ,根据已

知的宏观量 ,求解细观量场 ,再根据子胞的几何方

程以及物理方程 ,得到完整的子胞应力和应变场

即细观力学解 ,最后根据均匀化方法获得代表性

体元的宏观应力 - 应变之间的关系即本构关系.

图 1　多相材料周期性细观结构

Fig. 1　Periodic microst ructure of multiphase material

图 2　Nβ×Nγ规模单元

Fig. 2　RV E which contains Nβ×Nγ sub elements

假设多相材料在 x2 - x3 方向是周期排列的 ,

如图 1所示 ,将代表性体积单元 ( REV) (即单胞)

划分为 Nβ×Nγ个子胞 ,如图 2所示.假设高精度

通用单胞模型的位移为下列形式
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其中 : i = 1 ,2 ,3 ,0≤y2 ≤h ,0≤y3 ≤l , W
(βγ)
i(00)是可变

的体积平均位移 , W
(βγ)
i ( mn) ( m , n = 0 , 1 , 2)为位移的

高价项 , hβ , lγ为子胞 (β,γ)的尺寸 ,β= 1 , 2 , ⋯,

Nβ ,γ= 1 ,2 , ⋯, Nγ.

图 3　二维表面平均量的示意图

Fig. 3　Schematic of two2dimensional surface

average displacement and st ress

左表面的平均位移 u
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　　把式 (1)代入几何方程
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　　其中51 = 0 ,52 = 5/ 5 y
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γ
3 .

可得每个子胞的应变分量如下 :
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　　子胞的本构方程为

ε(βγ)
= S

(βγ)σ(βγ)
+εp(βγ) (6)

其中 S (βγ) = [ C
(βγ)

] - 1为子胞的柔度矩阵 ,εp(βγ) 为

子胞的非弹性应变.

对于弹性材料.胡克定律表示如下 :

σij = Cij klεkl (7)

其中 C是多相材料各相的刚度分量.

单位面积的力分量表示为

tn
i =σij n j (8)

　　界面的平均应力分量能用单位面积的力分量

来表达.左表面的平均应力 t
(β,γ)
iL 定义成下列形式
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　　同理 ,右、下、上表面的平均应力为
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　　当结构处于平衡状态时 ,子胞的应力场必须

满足平衡方程 ,平均意义下的平衡方程可表示为

1
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hβ/ 2
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lγ/ 2
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ji , j d y
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2 d y
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其中 A (βγ)为子胞的面积.

相邻子胞之间界面处的位移在平均意义上是

连续的 ,在第β个界面 ,可表示为

u
(β,γ)
iR = u

(β+1 ,γ)
iL (12)

其中β= 1 , ⋯, Nβ- 1 ,γ= 1 , ⋯, Nγ.

在第γ个界面 ,可表示为

u
(β,γ)
iT = u

(β,γ+1)
iB (13)

其中β= 1 , ⋯, Nβ ,γ= 1 , ⋯, Nγ- 1 .

由于代表性体积单元的位移边界条件具有周

期性 ,可以增加

u
( Nβ,γ)
iR = u

(1 ,γ)
iL , u

(β, Nγ)
iT = u

(β,1)
iB (14)

　　在体积平均意义上 ,相临子胞间的应力连续

条件 ,在第β个子胞的各方向的应力必须满足

t
(β,γ)
iR + t

(β+1 ,γ)
iL = 0 (15)

　　第γ个子胞的各方向的应力必须满足

t
(β,γ)
iT + t

(β,γ+1)
iB = 0 (16)

　　根据边界条件周期性的特点 ,当 Nβ + 1 和

Nγ + 1时均为 1.

由上面的方程联立可求解用宏观应变表示的

细观应力分量 ,代入

σ=
1
hl ∑

Nβ

β= 1
∑
Nγ

γ= 1
hβlγσ(β,γ) (17)

　　再由σ= C3ε,就可以得到多相材料的本构关

系 C3 .

2　水平集法

水平集法的主要思想可以归结为 :不采用直

接描述设计区域边界的方法 ,而用一个镶嵌函数

Φ( x) , x∈Rn 隐含地描述边界.

以一个二维区域为例 :假设平面实体区域为

D ,另一个大得多的区域为 D ,并且 D∈D.镶嵌函

数Φ( x , t)定义在 D 上.Φ( x , t) > 0 表示实体区

域 ,Φ( x , t) = 0 表示边界 ,Φ( x , t) < 0 表示孔洞.

如图 4所示.

图 4　水平集法模型

Fig. 4　Model of level set method

本文模拟有限元四节点平面单元的形函数

N i ( i = 1 , 2 , 3 , 4)将镶嵌函数Φ( x , t)简化为一个

二维插值函数

Φe ( x , y) = N iΦe
i (18)

其中 i = 1 ,2 ,3 ,4 , e = 1 , ⋯, N x ·N y .

这样就实现了使用四个节点在 z方向的位移

来描述单元的细观结构.对进行拓扑优化的结构

进行单元划分就实现了用有限个节点在 z方向的

位移来描述多相材料细观结构.

3　多相材料的优化设计

一种广义的多相材料代表性体元的初始细观

结构如图 5所示 ,其中的深色的部分代表实体材

料 ,浅色的部分代表孔洞.为了使具有这种细观结

构的多孔材料有特殊的力学性能———拉胀性能 ,

即具有负泊松比的特性 ,下面采用本文提出的方法

进行优化.利用 HFGMC模型将这样的细观结构与

宏观力学性能联系起来 ,采用不同的数字阵列来描

述其材料的有无 ,利用水平集法将这个多相材料细

观结构拓扑优化问题转化为形状优化问题.

3 . 1　优化的标准化

假定细观结构中有限点的初始位移值 ,通过
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图 5　多相材料的细观结构

Fig. 5　Microst ructure of multiphase material

水平集法的镶嵌函数可以描述多相材料的细观结

构 , HF GMC模型能将其与宏观力学性能如泊松

比联系起来 ,这样就可以建立有限点位移与泊松

比之间的函数关系.

认为图 5所示的细观结构具有对称性 ,取 1/

4如图 6 (a)所示 ,利用水平集法来描述这种细观

结构.对其进行网格划分如图 6 ( b)所示 ,将其划

分成 9个单元 ,共有 16个节点.

图 6　结构的 1/ 4及网格划分

Fig. 6　Quarter of microst ructure and mesh

下面就是要建立这 16个节点与泊松比之间的

关系.取其中的一个单元如图 7 (a)所示 ,假设 4个

节点在 z方向的位移 w ,根据式 (18) 就可以得到这

个单元的镶嵌函数Φ( x , y) ,如图 7 (b)所示.

假设位移 [ w1 , w2 , w3 , w4 ] = [0 , - 1 , 0 , 1 ] ,

其镶嵌函数Φ( x , y) > 0表示有材料 ,对应图中的

区域 134 ,Φ( x , y) < 0表示没有材料 ,对应图中的

区域 123 .对这个单元再进行网格划分 ,取其单元

图 7　单元的节点及镶嵌函数

Fig. 7　Nodes of element and inlaid function

中心点 x , y的坐标代入镶嵌函数Φ( x , y)就可以

判断该单元是否有材料.这样只要给出图 6 ( b)中

16个点在 z方向的位移 w ,就可以得到类似于图

5的细观结构 ,进而得到多相材料的宏观力学性

能泊松比 ,即目标函数.其数学表达式为

μyx =μyx ( w0 , w1 , ⋯, w15 ) (19)

　　要使具有这种细观结构的多相材料具有拉胀

性能 ,要限制这些位移值的正负.数学表达式为

w i < 0 ( i = 0 ,1 ,2 ,6 ,9 ,13 ,14 ,15)

w j > 0 ( j = 3 ,4 ,5 ,7 ,8 ,10 ,11 ,12) (20)

　　将目标函数和约束函数转化为优化的标准形式

min　μyx =μyx ( w0 , w1 , ⋯, w15 )

S. T. w i < 0 ( i = 0 ,1 ,2 ,6 ,9 ,13 ,14 ,15) (21)

　w j > ( j = 3 ,4 ,5 ,7 ,8 ,10 ,11 ,12)

　　这样就建立了 16 个位移值 w i 和泊松比μyx

之间的函数关系 (如图 8 所示) ,将多相材料细观

结构的拓扑优化问题转换成形状优化问题.

图 8　多相材料细观结构的建模过程

Fig. 8　Modeling process of microst ructure of

multiphase material

3 . 2　算例分析

根据上面建立的目标函数 ,采用复合形法[9 ]

进行优化设计.首先要确定初始复合形的顶点个

数 ,那么根据 n + 1≤k≤2 n( n为设计变量个数 , k
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为复合形的顶点数) ,文中的设计变量个数为 16 ,

取初始复合形顶点数为 20 .那么建立初始的复合

形 ,要给出描述多相材料细观结构的 20组初始位

移 ,其中一组的初始位移值 [ w0 , w1 , ⋯, w15 ] =

[ - 16 , - 28 , - 9 , - 16 , 15 , 20 , - 0 . 15 , 1 , 1 , -

015 ,20 ,15 , - 16 , - 9 , - 28 , - 16 ] ,其对应的细观

结构如图 9所示.

图 9　初始点的细观结构

Fig. 9　Microst ructure of initial point

　　使用复合形法进行优化 ,可以获得优化后的

μyx值 ,即具有拉胀特性的多相材料的细观结构.

本文采用了三个方案 ,第一和第二个方案是

分别给出初始的复合形的顶点位移值 ,第三个方

案是根据约束函数 (式 (20) ) ,产生随机的初始位

移值来构成初始复合形.

材料的刚度和泊松比分别为 : E1 = 200 GPa ,

μ1 = 013 ,孔洞的刚度应该为零 ,但刚度为零时

HF GMC模型无法计算 ,因而取孔洞的刚度和泊

松比分别为 : E2 = 1 GPa ,μ2 = 0135.这三个方案

的优化结果如表 1所示.

表 1　复合形法的优化结果

Table 1　Optimized result of complex method

编号 类　型 泊松比μxy

1 给定初始复合形一 - 0. 534 774

2 给定初始复合形二 - 0. 519 712

3 产生初始复合形 - 0. 492 506

这三个方案优化所得的细观结构分别如图 10

所示(其中深色表示实体材料 ,浅色表示孔洞) .

图 10　多相材料优化所得到的细观结构

Fig. 10　Optimized microst ructure of multiphase material

　　下面采用细观有限元法对优化获得的多相材

料的细观进行分析.由于结构的对称性 ,同样选取

结构 (左上方)的 1/ 4建模 ,如图 11 所示 ,边界条

件为 :边 34在 y方向的位移为零 ,边 24在 x方向

的位移为零 ,边 12在 y 方向的位移进行耦合 ,对

边 13施加 x方向的位移 u x = - 0101.

三种优化后的细观结构在细观有限元法下的

横向受拉时的变形情况分别如图 12所示 ,其中深

色的线条表示变形后的边界 ,而浅色的线条表示

变形前的边界 ,可见具有明显的拉胀性能.

图 11　细观有限元法的模型

Fig. 11　Model of micro2finite2element method
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图 12　细观结构在细观力学有限元法下的变形情况

Fig. 12　Deform of microst ructure by micro FEM

4　结　论

本文利用高精度通用单胞模型和水平集法 ,

将多相材料细观结构的拓扑优化问题转化为连续

变量的形状优化问题 ,实现了多相材料的细观结

构优化.

　　以一种多相材料细观结构为例 ,采用复合形

法进行优化 ,获得了具有负泊松比的特性 ,优化结

果表明 ,所提出的方法可以有效地进行多相材料

细观结构拓扑优化设计.
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